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基于假设函数空间上样本误差的估计
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摘要: 在传统回归分析中,基于已知样本寻找最优函数一般在某个已知函数空间, 如多项式空间,对

数以及指数空间等, 对于样本个数一定的情况下, 样本误差会随着函数空间的增大而增大. 在本文

中, 作者用概率测度、覆盖原理在有界函数空间中给出一个样本误差估计的方法.
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1� 主要定义

定义 1� 设 X是一紧矩阵空间, Y= R是一实数空间, z= { (x i, yi ) }
m

i- 1是一样本, �是在 Z =

X � Y上的概率分布, �X 为 X 上的边缘分布, �( y |x )为条件分布, 记 f�( x ) = �xyd�( y |x ).

定义 2� 设 X是一紧矩阵空间, Y= R是一实数空间.H为 �(X )的子空间,

f �X� Y, fH = f | m in
f� H
�z (f ( x ) - y )

2
d�, fz = f | m in

f� H

1

m �
m

i= 1

(f ( xi ) - yi )
2

,

记: �( f ) = �z ( f (x ) - y )
2
d�, �( f�) = �z ( f�( x ) - y )

2
d�, �z ( f )

1
m �

m

i= 1
( f (x i ) - y i )

2
,

定义样本误差: �H (fz ) = �( fz ) - �( fH ).

定义 3� 设 S是一矩阵空间, �> 0, 定义 N (S, �)为半径为 �且在 S中能覆盖 S的最小个

数,当 S是紧的时,则这个数是有限的.

定义 4� 设 M > 0, �是在 Z= X � Y上的概率测度, 称函数集 H是从 X到 R有界的,如果满

足:对于所有属于 H的 f都有 |f ( x ) - y |� M.

2� 主要定理

定理 1� [ Bennett]设 {�i }
m

i- 1是概率空间 Z上的相互独立的随机变量, 且数学期望 E ( �i ) =

�i,方差 D ( �i ) = �
2
i.记 A

2
= �

m

i= 1
�

2
i ,如果对于每一个 i都有 |�i - �i | � M 几乎处处成立, 则对于任

意的正数 �> 0,有

P �
m

i= 1

| �i - �i |� � � exp -
�
M

( 1 +
A

2

M �
) log(1 +

M �
A

2 ) - 1 .

本定理及其证明见参考文献 [ 1] .

定理 2
[ 2] � 设 H是 �(X )的紧M有界子集,则对于任意正数 �> 0,有
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P sup
f� H

(�(f ) - �( fz ) ) � � �1- N (H,
�
8M

) exp -
m�

2

8M
4 .

引理 1� 让 H = S1� S2 � �Sl,且 �> 0,则有如下结论

P sup
f� H

(�( f ) - �(fz ) ) � � � �
l

j= 1

P sup
f� H

(�(f ) - �(f z ) ) � � .

证明:记 L z ( f ) = �(f ) - �z (f ),则有: sup
f� H

L z (f )��� � j� l s. t sup
f� H

L z (f )��,由事件和的概率

小于等于事件概率的和可得
[ 4]
.

引理 2
[ 1]
如果 |f j ( x ) - y | � M, j= 1, 2,则 |L z ( f1 ) - L z (f 2 ) |� 4M � f 1 - f2� � .

现在来证明定理 2.

证明:记 l= N (H ,
�
4M

),考虑 f1, f2, �, f l,使得 D j为以 f j为中心,以
�
4M
为半径覆盖H.

由定义 4: |f ( x ) - y |� M, |L z (f ) - L z ( fj ) |� 4M � f - fj� � 4M
�
4M

= �,对于所有的 fj � D j都

成立, 即 sup
f
j
� D

j

L z ( f )� 2�� L z ( fj )��.

对于所有 j= 1, �, l,

P sup
f� D j

L z ( f )� 2� � P L z ( fj )�2� � exp -
m�

2

2M
4 ,

由定理 1[ Bennett]可得: P
1

m
�
m

i= 1
�( z i ) - � � -

m �
2

2M
2 ,其中 �为 Z上的随机变量,满足 E ( �) =

�, |�( z ) - �| � M,在引理 1中,用
�
2
代替 �即可.

3� 样本误差 �H ( fz )的估计

现在考虑 fz和 fH 的接近程度,也就是 �H ( fz )的最优估计.主要结论如下

定理 3� 设 H为 �(X )上的M -有界紧子集,则,对于任意的 �> 0, 有

P �H ( fz � � � 1- N (H,
�

16M
) + 1 exp -

m �
2

32M
4 .

引理 3
[ 1] � 设M > 0,且 f�X� Y是 M -有界,则对于任意的 �> 0,有

P L z (f )� - � � 1- exp -
m�

2

2M
4 .

定理 3的证明:

由定义 2可以看到

�H ( fz ) = �( fz ) - �(fH ),

�H ( fz ) = �( fz ) - �z (f z ) + �z (fz ) - �z (fH ) + �z ( fH ) - �( fH ),

由于 �z ( fz ) - �z ( fH ) � 0,即得

�H (f z ) � [ �(f z ) - �z (fz ) ] + [ �z ( fH ) - �(fH ) ] .

在引理 2中,对于函数 fH , 用
�
2
代替 �,即考虑 �z (fH ) - �( fH ) � �

3
的概率为

P �z (fH ) - �( fH ) � �
2
�1- exp -

m �
2

8M
4 .
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同样,在定理 2中,用
�
2
代替 �,得至少以 1-N (H,

�
16M

) exp -
m�

2

32M
4 的概率使得下式成立,

即 sup
f� H

L z ( f ) = sup
f� H
�( f ) - �z ( f ) �

�
2
,即: �( fz ) - �z ( fz ) �

�
2
.

由上两个界的估计,可得: �H (f z )至少以

1- N (H,
�

16M
) exp -

m�
2

32M
4 1- exp -

m�
2

8M
4 � 1- N (H,

�
16M

) + 1 exp -
m �

2

32M
4

的概率成立,这即为样本误差的一个有效估计.

4� 定理 3的应用

对于任意给定的 �> 0和置信区间 �> 0, 可以用定理 3给出样本个数所满足的条件.

由 P �H ( fz ) � � �1- �可得样本个数 m需满足:

m� 32M
4

�
2 ln( 1+N (H,

�
16M

) ) + ln(
1
�
) ,

只要取 �= N (H,
�

16M
) + 1 exp -

m �
2

32M
4 , 解得 m,即得样本个数 m所满足的条件.

5� 结束语

作者运用样本空间分布上的概率测度以及函数空间的覆盖原理,给出了样本误差的一个较

好估计.值得一提的是,函数空间分解中的覆盖数可以通过一种叫做再生核希尔波特空间得到.

读者可以参阅参考文献 [ 2-3].

参考文献:

[ 1] T Zhang Statistical behav ior and m e thods based on convex risk m in istration[ J]. Ann Sta t, 2004, 32: 56-85.

[ 2] F Cucker, S Sm a le. On the m athem atica l functions o f learning[ J]. BullAm erM ath Soc, 2001( 39): 1-49.

[ 3]M Anthony, P L Ba rtlett. Ne tw ork Learn ing: Theo ritical Functions[M ]. London: Combr idgeUn ive rs ity press, 1999.

[ 4]汪荣鑫. 数理统计 [M ].西安: 西安交通大学出版社, 1986.

Estim ation of Sample Error Based on Hypothesis Space

WANG B ing, ZENGW en-qu, CHEN H e-feng

( F acu lty of App lied M athem atics, Guangdong Un iversity o fT echno logy, Guangzhou 510090, China)

Abstract: In trad itional regress ana lysis, a good regression funct ion is found in some function space

based on known samples, such as po lynom ia l function space, logarithm space and exponent space,

W hen the samp le number is certa in the samp le errorw ill be b ig w ith the w iden ing o f function apace.

In this paper, amethod of sample error est imation is presented by probab ility measure and covering

theory in a bouded function space.
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